7.5.8 Stredova rovnice elipsy

Piedpoklady: 7501, 7507

Pi.1:  Vrcholy elipsy lezi v bodech A[-1;1], B[3;1], C[1;5], D[1;-3]. Ui parametry

elipsy a soutadnice jejich ohnisek.

- Zadané soufadnice uz na prvni pohled vypadaji podeziele, nakreslime si obrazek:

. = elipsa je svisle orientovand = ohniska neleZi na pfimce AB ale na pfimce CD.
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- Stted elipsy = stied tsecky AB: s[ 12 3 1—21} =[11].

' Vodorovné poloosa (nyni vedlejsi) a = |SA| =2.

Svisla poloosa (nyni hlavni) b = |SC| =4.

Vystiednost: b =a®+e* = e=\b? —a® =4 -2? =23,

Ohniska (posunutd od stfedu o e ve svislém sméru) F [1;1 - 2«/5 ] , E [1;1 + 2\/§ ] .

Pr.2: Je dana elipsa se sttedem v poc¢étku soustavy soufadnic, hlavni poloosou a, vedlejsi
poloosou b a vystiednosti e. Urc¢i soutfadnice jejich ohnisek a vrcholti. Na zdkladé
rovnosti z definice elipsy, poznatkli o vzajemnych vztazich parametrii a, b, e odvod’

rovnici této elipsy.

- Stejny piiklad jako pfedchozi, jenom mame pismenka misto Cisel.
' Stied elipsy je v pocdtku = S[0;0].



: x—x Ala;0]
i S[0;0] Ae;0]

' D[0;-b]

' Hlavn{ vrcholy (posunuté od stfedu o a ve vodorovném smeéru): A[a;O] , B [—a;O] .

Vedlejsi vrcholy (posunuté od sttedu o b ve svislém sméru): C [O;b] ; D[O; —b] .
Ohniska (posunuta od stfedu o e ve vodorovném smeéru): F [e;O] , E [—e;O] .

Bod X [x; y] lezi na elipse, pokud vyhovuje podmince |XE| +|XF | =2a.

Dosadime do rovnice: \/(x—el)2 +(y—e2)2 +\/()c—f1)2 +(y—f2)2 =2a.
Dosadime soufadnice bodi E [—e;O] aF [e;O]:
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(x+.e)2 (x—e)2+y2 (x+.e)2+y2 (x—.e)2+y4 =4a4—2ﬂaz(xz+e2+yz)+(xz+e2+yz)2

. Prestava to byt tinosné, nechdme se radsi podat, rovnici je mozné upravit do tvaru:

(a2 —ez)x2 +a’y’ =a’ (a2 —ez) pouzijeme a’ —e*> =b’
b*x*+a*y* =a’v*  /:a’b*

i x2 y2

z +? = (rovnice elipsy)

1 Zbyva dokdzat, Ze ziskand rovnice je ekvivalentni s piivodni rovnici. Tomu se vyhneme
. stejné, jako jsme se vyhnuli upravovani rovnice, a spolehneme se na praci jinych, kteff to
' dokdazali pred nami.

Elipsa, jejiZ osy jsou shodné s osami soustavy souiadnic (a jejiz stired tedy lezi v pocatku
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soustavy souradnic), je popsana rovnici — +? =1.

Podle vzajemné velikost parametrii a, b mohou nastat tfi moZnosti:
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,lezata“ elipsa kruZnice x* +y* =a’ ,Stojatd* elipsa

Dohoda o znaceni: Existuji rizné zptisoby znaceni poloos a vrcholt elips. Neexistuje zadny
matematicky diivod, pro¢ by se mohl pouZzivat pouze jeden z nich.

* My budeme dodrZovat nepsanou imluvu v gymnazidlni sadé matematickych ucebnic.
Pismenem a zna¢ime vodorovnou poloosu (bez ohledu na to, zda je hlavni nebo
vedlejsi), pismenem b znacime svislou poloosu (opét bez ohledu na to, zda je hlavni
nebo vedlejsi). Stejné tak pismena A, B pouzivame pro vrcholy na vodorovné ose a
pismena C, D pro vrcholy na svislé ose (opét bez ohledu na to, zda jsou hlavni nebo
vedlejsi). Oznaceni tedy vdZeme na soufadnici (smer), ne na vyznam.

* 'V Petdkové se pouziva opacny piistup, kdy pismena A, B patii vzdy hlavnim vrcholim
bez ohledu na orientaci elipsy. Podobné¢ je hlavni poloosa vzdy znacena jako a, bez
ohledu na jeji orientaci (zda je svisld nebo vodorovnd). Stejné oznaceni se pouziva i v
sttedoSkolskych tabulkach.

Ani jeden z pfistupil nijak neovliviiuje vysledky piikladii, jde vZdy o to spravné rozhodnout,
jaky vyznam body v konkrétni situaci maji. Jejich pojmenovani sice usnadiiuje orientaci, ale
podstatu problému neméni.

Uz viibec pak v textu netrvdm na tom, aby vrchol C lezel na horni hranici elipsy.
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Pr. 3: Elipsa je ddna rovnici x? +% =1. Ur¢i jeji typ, poloosy, vystiednost, vrcholy a
ohniska.
- Zrovnice vidime: 4’ =4=a =2, b>=9=b=3 = jde o ,stojatou* elipsu.
Vystiednost: b*> =a’+e> = e = \/b2 -a’ = \/32 -2>=45.
' Stred v pocitku S[0;0].

Vedlejsi vrcholy (posunuté od sttedu o a ve vodorovném sméru): A[Z; 0] , B[—2;0] .

Hlavni vrcholy (posunuté od stfedu o b ve svislém sméru): C [0;3] ; D[O; —3] .

Ohniska (posunuta od stfedu o e ve svislém sméru): F [O;\/g ] , F [O; —\/5 ] .

Zatim zname pouze rovnici elipsy se stfedem v pocatku soustavy soufadnic.
Vzpominka na kruZnice:

¢ x*+y?=9 = kruZnice se sttedem v pod&atku.

. (x —2)2 +(y +1)2 =9 = kruznice se stfedem v bod¢ S[Z;—l] .
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Pr. 4: Napis rovnici elipsy, kterd je shodna s elipsou XT +y? =1 ajejiz stted lezi v bod¢

[2:-1].
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+ Podle analogie s rovnici kruznice piijde zfejmé o rovnici

Pr.5: Napis rovnici elipsy se stfedem v bodé S [m; n] s hlavni poloosou a a vedlejsi

‘ poloosou b.
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- Podle piedchoziho ptikladu jde zfejmé o rovnici

Elipsa, jejiZ osy jsou rovnobézné s osami soustavy souradnic a jejiz stied leZi v bodé
2 2
(x=m)’ (=n) _
a’ b’
Rovnici budeme podobné jako u kruZnice fikat stfedova.

S [m; n] je popsana rovnici
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Pr. 6: Najdi stfed, vrcholy a ohniska elipsy dané rovnici Y

- Z rovnice vime: S[2;—1], a=4,b=5 = ,stojatd“ elipsa.

Excentricita: e =\/b2 -a’ =\/52 -4 =3,
Hlavni vrcholy: C[2;4] , D[2;—6].

' Vedlejsi vicholy: A[6;-1], B[-2;-1].
Ohniska: E[2;2], F[2;-4].

H Pr.7: Napis sttedovou rovnici elipsy, jejiZ osy jsou rovnobézné se souradnymi osami,
pokud znas soutadnice vedlejSiho vrcholu C [2; —1] a jednoho ohniska E [—1;1] .

. Nakreslime si obrdzek:



. Osy elipsy jsou rovnobézné se souradnymi osami = dvé moZnosti:
1 » vedlejsi osa prochdzi bodem C a je svisld = hlavni osa musi byt vodorovna pfimka
: prochézejici ohniskem = Cervend vodorovné orientovana elipsa se stfedem S, [2; 1] ,

. » vedlejsi osa prochazi bodem C a je vodorovna = hlavni osa musi byt svisld ptimka
prochézejici ohniskem = modrd svisle orientovana elipsa se stfedem S, [—1; - 1] .

- Cervend vodorovné orientovand elipsa s S, [2; 1] .
Vysttednost elipsy: e = |SIE| =3.
Vedlejsi poloosa: b = |S1C| =2.

Hlavni poloosa: a® =b* +¢” :>cz=\/172+e2 =\/22 +32 =13

(=2 (-1
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Rovnice elipsy:

Modra svisle orientovana elipsa s § [—1; —1] .

Vysttednost elipsy: e = |SZE| =2.

Vedlejsi poloosa: a =|S2C| =3.

Hlavni poloosa: b* =a® +e’ = b =~Ja’ +¢* =~/3 +2° =4/13.

(x+1)"  (v+1)
13

Rovnice elipsy: =1.

Shrnuti: Stfedova rovnice elipsy je podobna stfedové rovnici kruznice.



